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AMSTERDAL . ~ (1).

, Over afgeleiden en dlfferentles.

(Voordracht van H.D. Kloo gterman in de serie Actuﬂllfelten, 25 §$ptq |
194§

Opmerking., Alle getallen en functiewaarden in het volgende zijn
regel {alhoswel qommlge der s*elllngen ook wel vnor:icomplexe Waarden
anorgaun)‘

§ 1, De eenvoudigste stelling, waarin afgelelden en dzfxerentles

.~

voorkomen is wel de middelwaardestelling,

(1) ; j%@=f‘(§) (% in (xach)).

Verder het volgende bijzondere geval van de feormule van Taylor.,

«g(fxvg\‘) %bd ‘ ‘

(2) % gm-» %3 &. (3 in (z,29)).

Ter illustratie van de wijze, waarop we in het volgende formules van
dit type zullen gebruiken zij b.v., de volgende eenvoudige stelling ;

vermeld. S !
Stelling 1. 2Zij %@ minstens twee maal dlfferenheerbaar voor

xzA>0  en zij A, ,
(3) J&’m L f ‘E”@*(ﬁ g

AP o0
wasr K een van:x onafhankpl'r ike constante is, Dan is

(4) | f?}m\ ’B'(:v.) ’?

X300 ‘ .
Bem.;;s (Klocstarman 1,2). Na vnrvamgmng van gm} door 9(’3& ’lﬁ' N
blijki, dat we ons tot het geval~ =0 kunnen ‘beperken, Indlen Az, M

“is, volgh den wit het gegevene en 52), dat voor ﬁedere'2>o geldt:
: glyw )y Ex K

| \%@‘)H g ‘?‘
Kiest men %;ur , dan v%mrdt dL;, .

@a \< afg £ ¥E +i K\/:
waarult (4) "m]g-b.. , ; o
e Algemener kan oek de formule (2) worden gebrmk*b, om een scha'b"bing
veom gt:x) 4& v1nden, als scha+t1ngen voor g(x) en ng) bokend zi;n.

§ 2. Het is &nstructief, om stel‘ lng te vergel: jken met een
analogan waarb:.a de "contlnue" vav: abele_x_ vervangen is door een 3
i"@iscrete“ variabelem o di.e allee.n maar gPh&l@ m‘.‘ gehflm pcqmmve o




(2).

Stelling 2 (Hardy). Als de reeks a,+a,+....- Cesaro-somme grbaar
(Cy1l) is en als K '
‘aui‘{ ry

{(waar K een vanm onafhankelijke constante is), dan is d2 reeks con-

vergent,
Bewiijs (Kloosterman 1,2). We vormen een discreet analogon van
de fermule (2). Als S,“ (m =1,2,...) de partiele sommen van de

reeks zijn en »
Sm, :SI +Sl+-~~~-- +'$fn, )
dan is (R geheel 5o )

Q) ) L
Sfm-g\ S - S'nﬂ oot S‘“.*{" S
m

. b . h
S il bt o 0

R
il
- h Y=

en dus :
i Sm (9
(5) =t 2w, =S, ¥ iihw) a&)

waar

m’;’; amn’ ‘:‘,' O‘@) ‘é??;a?; O‘q-a.v
(de notatie- af) is gebru:k*t om de analogie met de formule (2) te
doen uitkomen). : v
Is nu de reeks Cesaro-—sommeerbaar (C,1) met som O (het algemene
geval kan hiertoe worden 'beruggebracat, evenals in het bewiﬁs van
stelling 1), dan is voor m zmjg) voldaan aan B ~
‘Sﬁ: ‘ <En

en d’us volgens (5): -
' S i E(’ﬂ*’"\)""z‘n il‘”'«f"’) E_ '

Kiest ‘men b.v. ’1 [ r] ' tia.n volwt h:LeruW% da't de ree ks'comergen‘t
met som O ise ; RENNE S |

| §3'. "Fénzijdige"'stellingenq~ Zoals bekend (Landau) b113ven de
stwl,,ngen l en 2 311.1817, als men. de condlt:e.es SR R
e : K
g“@q\‘{?ﬁ . “,’en : Iam} ‘m ¢
ve:r.-vang't door A ; ' ' :

; %'?_DI,C'K Bn : a(__m_ L Of dOOI’ ??3‘)‘)-&-:— 83"* a‘h>~;;




; § 4.. Van alle ig het volgende aangegeven stellingen voor
‘"continue" veranderlijken bestaan analoga voor "discrete" verander-
*li;ken, evenzo als stelling 2 een "discrete vertaling" van gtelling
ﬁl is, Eenvoudigheidshalve beperken we ouns echter in hncfdzeak tot
\"continue" veranderlijken.

; § 5. We zullen de bovenstaande beschouwingen uitbreiden, door
in plaats van de formule (2) meer algemene formules tot uitgangs-
;punt te nemen.

| Men heeft een uitbreiding van (2), als men de slgemene formule
vam Taylor neemt, waarin ook hcgere afgeleiden optreden, We zullen
gachter een algemenere formule beschouwen, wasrbij in plaats van de
"eerste differentie" in het linkerlid hogere differenties optreden,
Deze zijn gedefinieerd door

A, —s(u)aah z(x)m g(:uh} ..s(;x) 5 i‘“’ = by f(;x} z?(agwbh 2 gl;yd)) *tpz) e,

‘algemeen
5, 5{,@) it’*ﬁ & g@t + b

}{ =Q

EIn plaats van (2) krijgt men su de farmule: : |
) k-t (’Mk 0 k itk
“%{' g L’l-) *’Pm}x{*{@t)aﬂ--mdﬁ ,é’cﬂw {x)a—zézﬁx f ng

f’(mat 2z en k geheel 3)en§ in (x,x+zh )), waarin de  de coéf-
Ticiénten zijn in de ontwikkeling

-{_'_t-; z S n
(7N (‘,__) 32{;7’0qf

t Mn=o n
Dit: zijn veeltermen in« met positieve coefficienten, die samen-
hangen met de z.g. polynomen van Stirling. Zie b.v. Nielsen 1 en 2,
| Bewiis (voor de geldigheid van (6) is de existentie der (az+k)-de
afgelaide in (x,x+2h ) voldoende, maar in het volgende bewijs is
ﬁetﬁ meer ondeﬁfteld) Volgens Taylor is

h
iig@d-i-w& gh¥3¥§# ------ y&édn.m..dtﬁx
1] B




(4).

middelwaardestelling der integraalrekening.
Gaat men nu, in plaats van ven formule (2) uit van de formule

(6) met k= (Xloosterman 2,),dan krijgt men in plaats van ;‘ stel-
ling 1 (we vermelden nu ineens een "édngijdige" stelling):
- Stelling 3. Zij %Loc) minstens 2+ maal differentieerbaar voor
xz Ao en zijs -
| w It") /Y k kzw( K
o X) > -—
Dan is x> ot ® ’ % ) *
ﬁm % o) = mf,ﬂ
200

Het analogon hiervan voor discrete variabelen (zie Eloosterman
1},%ard) is de bekende stellingz, dat uit Cesaro-sommeerhaarheid
(Cyr) en  aq "’% de convergentie van de reeks;] a, volgh
(stelling 3 levert ook onmiddellijk het analogon hiervan voor
Riesz-sommeerbaarheid), De bewijzen van deze stellingen, die men
op deze wijze vindt, zijn aaninerkelijk eenvoudiger dan de vroeger
bekende bewijzen, doordat ze meer aan de aard der stellingen zijn
aangepagt en berust?i; op eemoudigg algemene principes‘.‘"

§6. In (6) komen behalve' de funetie f) nog kit afgeleiden
van 8 voor, Men kan een formule vinden, waar'in behalve % zelf
nog slechts twee afgeleiden van  yoorkomen. Daartoe schrijve men
de formule (6) osk nog op voor de {2+t )=-ste, (z+2 )=G€40eveee
(z+k-1 )-de differentie, daarbij al deze formmles afbrekende bij
de {24k )-—de afgelelde. Uit de k relaties, d:e men verkrijgt,
kunnen ') tuiz“)  ysesveeas i( s (} - geelimineerd
worden. Deze elimlnat‘te gebeurt als voﬂ.g;“k. Als @,m de poeffi-
cient is in de ontwikkel:ng Reat ¥ : -

iy , (..,..ﬁ“,;..___.) Z— G? (»;-{
dan zijn de (p,{a) polynomen van graad ¥ ing , termﬂ (-x) @kz}
me“twnega“bieve coefficienten heeft, V@rﬂer geldt :

Z.%c@ﬁ-ymﬂ« + ef 0, naarmate k,a of  ke=1,2....0
Uit (6) Volgt dan | LR | S

‘ ' L
‘(‘8) } ‘@( }hv Ahk@w in@(,) +}\ Z QV@P—v(’Z “’f @,’)) S

}»"o
waar. \< en 2 geheelg ! ondersteld zm;m, }1#:0 is en de §,. 'inl
(w, x+@z+k~;)f';) fis 118%931@ , Hohin :
Uit deze formule kan mevz 'b,,vw ai‘lei&en (ap dezelfde mjze als
ste}.ling l valgt uit (2)) ’



| (5)
Stelling 4, Als g(x) minstens (#+k) maal differentieerbaar is

roor Az Aso

XM\\L 1 ""g}(ﬁ)’ )’ K '

TS Y x*

B ‘(:).)—-rz!f

X>od
( 2 enk geheelyz) ).
" Ogx kan men uit (8) natuurla:,k scha*tingen vinden vour 3 @*
als er schattingen voor ggx) en i’& ‘) gegeven zijun (zie hisrachter
§ 8 ), Uit (8) kan men echier geen"simzijdige" shellingen afleidexn,
doordat de 62,,(@) niet alle positief zijin, Waren de Og,éx) alle pogi-
‘ief, dan zou men 3n (8 met behulp van een bekende shalling van
E)arboux (dat een afgelnide iedere waarde tussen zijn maximum en mi-
finimum aanneemt) kunnen 90ncluder°n Lot

Z (?yc’t)R S w)’g Z_E)Z_. @ k*,,(zw} < ~(§ (e im

ian is

k
k

S

?met een § in (>, 1+{'z+’ﬁ~1}5\ ). Daardoor zou {8&) worden:

' k-t
(9 %L'?}(x):%(?a)k .__EE‘; Db y"“% )

Deze"fﬁrmvl.e blijkt echter toch juist te zijn. Voor het bewljs moet
men dan echter niet van (6) uitgaan. Men kan gebruik maken van vol-
ledige industie t.0.v. £ o Het uwitsangspunt z=)  dezer volledige
inductie is daarbij het moeilijkste, ilen ken uitgaan van de gemak-~
keli;‘tk te bewijzen femﬁ?ﬂ,e | | S

Z:uﬁwgpa ey
)[.L
f“" : .

/&lk?,.v" ; .
5! 3 j 3
;4QM%$M}

fhe ook geschreven kan wo:oden in de g@daan““vﬁ

hberm S"hri e men : ‘ “Mi SR
Py X 1:‘,

g{’]?hj}l) g{iﬂ go g(,{ -l»‘(,",);d ’
kel volgens mylar. : T i . o
: : (mu) (s 0 R
e L 51 gt T ey



(6)

Door gebmk 't:e maken van de fermule

Z_(—r)/u ( )/1 | : [’n: L2, .....,\{»1)
volgt dan um (10) na het verwisselen van scmmatie-~ en integratie-
'ml;;”c?"’@g@ .

o b e 7 1y
= b N, 3 k) ?
(1) 2 Quk -;gd) %p‘)+hk ) g (‘"*)‘) (/ “k"?’) dy
¥zt ﬁp(
Men kan hier nu de eerste middelwaardestelllng der in% eﬂ‘”‘"aalrekem ng
o@paq'—'er, als men kan aanforxen, da’s

- &) /‘( b RV zo (hso, km?u&w ‘““’,

(12) K= Z_,
<P<k

is. Hiertoe han men weer volledige ind.uc ie, nu t.0.v. k ‘l'cm:»:}*:ssﬁsspM

Voor K=zi is het triviaal. Verder geeft een eenvoudige berekening,

oA, =y = Geboy yx s ey
k A(+/ Y h
X e ke

~ R AL mmnﬁm?wwlmag—homﬂrmnml’ acu. A7 [SASR CAST 2LV T S E oI RS SR =~
men kan aantonen, dat het rechterlid van (13) ni etn—ueg,q*;: ef is, Dat
it inderdaad het geval is, volgt wit de J.ormu'ie. '

‘ i . ;
, Xt ‘ T'(:t‘.) A k4r-aivean.
{ ]4) S """ g (t: "'T’a* """ + rklel 'T:) (i'f]---- Li?fk,., Ry

o

B : ‘ Tlxsk+d T
'Z} 2+ ..... T, kflzT . ’ :
( k¥ geheel 20 3%> 3 Tz2o0 ) als men hierin ¥ door —%- vervangt
en & tot nul laat naderen. De formule {14) kan gemakkelijk door vol-
ledig :Lnd.uctle naar k worden ‘wwezeno Overigens kaxn wen het nie*t;-é
negatief z:.an van het rechbterlid wvan [23) ook gemakkeli'jk direct
loor volledig inductie naar k (en zonder gebruik te maken van (14))
bewijzen., ' : S

Daarmee heeft men (9) voora=/ ‘aowezen. De stap van /z, op £+l ‘
(en daarmee het algemene bewijs van (9)) levert mn gesn moeilijlkheld |
neer 0p,. a;‘s man gebrulk maakt van de fcrrf‘ul@ R

@ LmsZ— Q) % x':

§ 7; De s ellingen van § 6.;_& hebben alle esn "discree't;“ ana.logon.
det (9) ccw"f‘espondeert de formmle : '
e ' | GRS ke 2.¢ U‘ -
15) 6 > qy{ )AL 5& + ?k(,,,}l, (,:“7;}_‘

i f' :

-I:emn zn.;;n\( !L,’a h geheel,, m:»-k-wg, ,y;h)al i; de,qué’b; “ﬁ n de coei‘f‘:-

m_enbm !



(")
de ontwikkeling

(l*l}-rf h )
1)

5{: is een rij redle getallen, terwijl S,
nz. diffe renties zijn, die thans de plaats der afgeleiden innnmen.
enslotte is ”\(g) een getal, dat ligt tussern hot maximum en
,inimum van S;H, voor 1<y <lken --;)h « Deze notatie i gelozen
;m de analogie met (9) beter te doen uitkomen. ‘

: De formule (15) blijft (evenals (9)) met enkele kleine wijzi-
gingen ook geldig voor negatieve h .

| Het bewijs van (15) verloopt op dezelfde wijze als dat van (9),
ﬁn de plauts van de formule van Taylor treedt een elementaire Iden-
%ltelt, die als een "discreet" analogon van de formule war Taylor
moet worden beschouwd en waarbij in plaats van machten van h pino-
miaalcoefficien‘ten treden, In plaats van (12) treedt de ongelijkheid,

ae ;Zkﬁ%(ﬁ)(ﬂh NNy

die ook op soortgelijke wijze als (12) kan worden bewezen. Een
fraaier bewijs van (16) is mij onlangs door de Rruljn meegedeeld.

’Z. %‘f‘)t

o
Yoo

(TR () R B B PR 2
29 = 9 Su =529, S

- |

§ 8. Toepassingen, De formules (9) en (10) hebben toepassingen
van verschillende aard, waarvan enkele hier zullen worden vermeld,
Zij b.v. g@qeeneen voldoend aantal malen differentiecerbare

functie op [-1,+1) en zij ~
Mtz‘\'ﬂa.x.\rml NPT~ EXE w
Met een geschikte keuze venh (men kiest b zo grows mogelijk, daarbij ¥
z0rg dragende, dat men bimnen het imberval [-i,+/] PLijeY) volgh
ge'nakknli,]k ait (9), dat et k..
(17) |
g}wkw uh \é’“.‘f) B als ,\.Nk&:{z? M‘v()

Hierbij is gebruik gemaam-’ van de ongelijkheid

as |Gl e

iie gemakkeli ik door volledige lnductie kan wnrdan bewamn. Be onge»
}ijkheden (17) drukken ongaveer uit, dat 'Qm? Mt man coLvexe funa*bia
van t is, : ~ o
| Swharpare van uak algwamm ongali;}kheden dan ("i'?) aijn bakam,



(8

gorny bewees ongelijkheden van het type (17) met in plaats van
2kweru—k C en gtk pask veel kleinere consta:mbeno
afgelelden van niet-gehele erde.

L.3.Bosanquet bewees met behulp van deze stelling van Riesz
Taubersche stellingen (ook "eenzijdigd) voor Cesaro- en Riesz-scm-
meertaarheid van gehele en gebroxen orde, door de stplllng van
Riesz te combineren met de hierboven uiteengezette methode, die ge-
leid heeft tot het bewijs van stelling 3. ‘

A.L.Dixon ex W.L. Ferrar gaven een "discreet" analogon van de
zo juist veridihde stelling van Riesz, :

Voor verschillende toepassingen zijn echter de‘mingler scherpe
ongelijkheden (17) voldoende. Voor het ‘bewijs van (17) 'Ewehoei’ft‘man
overigens ook niet van (9) gebruik %e meken, doch ken men volstaan
met de wel zeer elementaire formule (8),

" Een andere toepassing van (9) is |

Stelling 5. Laten |1 en q geheel 2 zijng %(m) reecl en min-
stens p+2q  meal differentieerbaar op[-, +1] 7. Stel op dit din=-
terval is %@)’5\4 %}“ zq)b()é o . Dan is :

% @L)“’lﬁ?ac))il q??h-kzq 4) M

 Bewijs. Met § en2q in plaats ven 2 en k volgt uit (9)(daar
@l voork =24 positief in), dat

(19) e %q")@‘} Si d);)q“) k"ﬂ' A:*b %(z)(.)

wa.arb:ia b zo gekozen moet worden, aat het 1ntervalfx o« +{h +2q-l)L'x?
&eheel binnen[-}, +{} ligt, Hieraan is voldaan, als men b=+ "h:—z —
kiest, naarmate —J<X g0 of o<ax £t ig. Mol bemilp ven 4 :
(18) volgt dan uit (19), dat Gl
% < [‘h+ 2~ l) M ‘/;r"
waarua:t s-t:elllng 5 onmz.ddel]a;;k volgt. : S
: Stelllng 5 is (met de veel mindere goede constante %o &
in plaats van 24 ) bewezen dooJ. Boa.s en Ma, waarbi: ze behalva
2e boven vermelde scherpe resul’ta'*‘en ven Gorny nog vier andere |
qulpst;elllngen gebruiken. Hn.er‘bla ka.n bovendien nog worden, opgemerk‘t
Yat men voor het bewzw van stell:ng 5 de fomule (Q) niet eens in
zijn volle omvang nodig hea%ﬂ:,, dfach da:b men kan vols**aem met een ‘
m.nd,er schemp formule, d’L@ kan wcrden bewezen znnde:r: g;ebru:k i'e
naken van de Ongelljkheld (12\ {(dazr het eo "a@r een i @miqdlge"
31;e113.ng ‘be"bref'b, ‘kan men met met ,‘fa\ vcie’saani g ,ell:mg 5 mvm-b
’ ‘ n F ‘ 1 '"nm'r' JA,' voor» ’f::'t bem;}s V‘“’l

9 Loov+n
@»'f»




(9)

@en uitbreiding van de volgende stelling van VWidder:
AlsA&q op het interval F"+Q nfgeleiden van iedere orde bezlt
n op dit interval is (u) g(,)>~o voor mxC,1,2,..4., dan is
%gq een gehele functie van het exponenti€le type (d.w.z. er zijn
stanten B en C z6 dat \ cxﬂ< Be )
Om hun stelling af te leiden uit stelling 5 maken Prfs en Polya
0g eens opnieuw gebrulk van de shherpe ongelijkheden van Gorny. In
laats hiervan kan men echter ook de veel eenvoudiger ongalijkheden
7) gehruiken en men verkrijgt daardcor wel een zcer cSievk vereen-
oudigd bewljs van de stelling van Boas en Polva,
Ook van de "discrete" formule (1%) kan men vevschillende toepas-
ingen maken, o0.a, voor het bYevijs van Taubersche stellingen van een
epaald type voor Cesaro-scmmeerbaarheid, waarop hier echiter niet
erder wordt ingegaan, |
Ik wil hier besluiten met de opmerking, dat de bovenstaande be-
chouwingen mij ook tot een (zij het ook nog vaag) vermocden hebben
ebracht, dat de vele 2z.g. Taubersche stellingen, zoals zij tot op
eden in de li%teratuur zijn voorgekomen, niet meerudan zeer bijzon-
ere gevallen zijn van veel algémenere en meer fundamentele waarheden,
et is niet uitgesloten, dat de recente enderzoekingen van o0.a.
Beurling en Godement hierop een nieuw licht zullen doen’vallen.
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